Movimiento armoénico simple.

1.1. Concepto de movimiento armoénico simple: Su ecuacion.

Supongamos un muelle que cuelga verticalmente, y de cuyo extremo libre pende una
masa m. Si tiramos de la masa y soltamos a continuaciéon, veremos que la masa, junto
con el muelle, experimenta un movimiento de oscilaciéon alrededor de una posicion de
equilibrio. Este tipo de movimiento se denomina movimiento vibratorio armoénico simple
(abreviadamente MAS), y se caracteriza, ademas del movimiento de oscilacion alrededor
de una posicion de equilibrio anteriormente indicado, por la existencia de una fuerza
recuperadora que tiende a devolver el cuerpo a la posicion de equilibrio y que depende de
la posiciéon de dicho cuerpo y por que tiene lugar en una dimension.

Supongamos el movimiento de una pelota que rebota verticalmente contra el suelo.
Este movimiento cumple con alguna de las condiciones del MAS, como es el que se pro-
duzca en una dimension, y que la pelota oscile alrededor de una posiciéon de equilibrio. No
obstante, no se cumple la condiciéon de que sobre la pelota acttie una fuerza recuperadora
dependiente de la posicion: en efecto, la fuerza que actiia sobre la pelota es siempre la
misma, mg, es decir su peso.

Para obtener la ecuacion del MAS, supondremos una particula que describa un mo-
vimiento circular uniforme de radio A. Consideraremos la proyeccion de la posicion de la
particula, respecto del eje X, como se puede ver en la siguiente figura:

Figura 1: Proyeccién sobre un eje

Si tenemos en cuenta la ecuacion del movimiento circular uniforme y suponemos ty = 0:

Ap =y

w = =
At t—1,

de donde se deduce ¢ = g+ wt

tendremos que las proyecciones de la posicion de la particula sobre los ejes X e Y serén,
respectivamente:

x = Asen p = Asen (wt + o)
y = Acosp = Acos (wt + @)

Si tenemos en cuenta que ambos ejes son intercambiables, podemos tomar como ecua-
cion de la proyeccion de la particula sobre un eje, cualquiera de las dos anteriores.

La ecuacion x = Asen(wt + ¢g) es representativa de un movimiento de oscilacion en
una dimension, entre dos posiciones +A y -A y, como veremos posteriormente, con una
aceleracion dependiente de la posicion.



1.2. Parametros del movimiento armoénico simple.

Elongacion (x): distancia de la particula a la posicion de equilibrio para un momento
dado. Se mide en unidades de longitud.

Amplitud (A): maxima distancia a la posicién de equilibrio (méaxima elongacion). Se
mide en unidades de longitud.

Frecuencia (v): niimero de oscilaciones que describe la particula por unidad de tiempo.
Se mide en unidades de tiempo~!.

Periodo (T): tiempo necesario para describir una oscilacion. Se relaciona con la fre-
cuencia mediante la expresion v = % Se mide en unidades de tiempo.

Pulsacion (w): Esté relacionada con la frecuencia de la forma w = 27v. Se mide en las
mismas unidades que la frecuencia.

Fase inicial (pg): Magnitud relacionada con la elongacion de la particula en el instante
inicial. Asi, a partir de la ecuacion x = A sen (wt + ¢g),veremos que para t = 0, tendremos
x = A sen .

1.3. Cinematica del movimiento armoénico simple.

dx

Si tenemos en cuenta que la velocidad viene dada por la expresion: v = %%,

que, al aplicarla a la expresion x = Asen(wt + ¢g), nos dara como resultado:

Veremos

_dx d(Asen(wt + o)
odt dt

v = Awcos (wt + ¢p)
Como podemos ver, la velocidad de la particula es una funcién periddica del tiempo.
Si por otra parte, aplicamos la definicion de aceleracion:

a= % = d(—Aw(:(zlst(wt + o) = —Aw’sen (wt + ) = —w’x

Con lo cual, veremos que la aceleracion del MAS depende de la posicion, tal y como
habiamos comentado en el apartado anterior.
En resumen, las ecuaciones que representan la cinematica del MAS son las siguientes:

x = Asen (wt + ¢g)

v = Awcos (Wt + ¢p)

a = —Aw’sen (Wt + @) = —w’x

En la siguiente imagen podemos ver los vectores velocidad y aceleracion correspon-
dientes a la proyeccion sobre el eje X de la posicion de una particula que describe un
movimiento circular uniforme.

1.4. Dinamica del movimiento arménico simple.
1.4.1. Oscilaciones de un resorte.

Si sujetamos un muelle del techo y colgamos una masa de su extremo libre, observa-
remos que se produce un alargamiento, que dependera directamente del valor de la masa.
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Figura 2: Velocidad y aceleraciéon en un MAS

Al soltarla del muelle, éste tiende a recuperar su longitud inicial, de donde se deduce que
al deformar un muelle, aparecerd sobre el mismo una fuerza recuperadora, que seré tanto
mas fuerte cuanto mayor sea la deformacion experimentada. La expresion matematica de

este comportamiento es:
F=—-Kz

siendo x la deformacion experimentada por el resorte y K una constante caracteristica del
mismo. Esta expresion matemética se conoce como Ley de Hooke.

Si suponemos un muelle del que cuelga una masa y estiramos de la misma hasta
separarla de su posicién de equilibrio para , posteriormente, dejar que el sistema oscile
libremente, al aplicar el segundo principio de la dindmica, F = ma, teniendo en cuenta
que el sistema experimentara un MAS, tendremos:

F=ma=—-Kzx

Por otra parte, la aceleracion se define como la derivada de la velocidad respecto al
tiempo, o la segunda derivada de la posicion respecto al tiempo:
_dv d (d:c) _ dx d*x

pril Rty con lo cual mﬁ+K:E:0

“Tdr T dt

lo que constituye la ecuacion diferencial del movimiento para un muelle. Esta ecuacion tie-
ne como soluciones z = Asen (wt + ¢,)o bien x = A cos (wt + ¢y ). Si tomamos la primera
expresion y derivamos dos veces con respecto al tiempo, tendremos que:

d*z

i —Aw?sen (Wt + pg)

con lo que, al sustituir en la ecuacion diferencial:
d*x :
me— + Kz = —m Aw?sen (wt + @) + K Asen (wt + o) =0

De la igualdad anterior se deduce que:

K

—mw?+ K =0 dedonde w=4—

m
El periodo de oscilacion del resorte se obtendra de la igualdad w = 27 /7. De la misma
forma, podemos obtener la frecuencia despejando de la igualdad w = 27v. Al despejar T,

nos queda:



1.4.2. Oscilaciones de un péndulo.

Un péndulo que oscila alrededor de una posicion de equilibrio puede considerarse, como
aproximacion, que describe un MAS, a condicion de que las oscilaciones sean de pequena
amplitud (el angulo de separacion del hilo del péndulo respecto a la vertical debe ser
pequeno). En estas condiciones, y teniendo en cuenta el siguiente diagrama de fuerzas:

mg cos 6

mg

Figura 3: Diagrama de fuerzas para un péndulo simple

considerando ademas que mg senf es una fuerza recuperadora, es decir, tiende a devol-
ver la masa del péndulo a su posiciéon de equilibrio, podemos plantear la siguiente ecuacion
para el movimiento del péndulo:

d*x

mﬁ—i-mgsenﬁzo

Si tenemos en cuenta que las oscilaciones son pequenas, podremos utilizar la aproximacion
sen # ~ 6, con lo cual, tendremos:

d*x

mﬁerg@:O

Considerando ademéas que § = z/L, donde L es la longitud del péndulo y z el arco
descrito por la masa (para oscilaciones pequenas, el arco puede considerarse como un
segmento), podemos poner:



La soluciones a esta ecuacion diferencial son del mismo tipo que las consideradas en
el caso de un resorte. Por semejanza con la anterior deduccién, podremos escribir:

w=/Z
L
De donde pueden deducirse las expresiones para el periodo y la frecuencia de oscilacion

del péndulo:

1.5. Energia del movimiento armoénico simple.

La energia mecanica de un oscilador es la suma de sus energia cinética y potencial.
Sera necesario, en primer lugar, obtener la expresion de la energia potencial para dicho
oscilador. Para ello, sabiendo que la fuerza recuperadora para un resorte que experimenta
una deformaciéon,z, es F' = -kx, por aplicacion de la ley de Hooke, y teniendo en cuenta
que el trabajo viene dado por

T ]{;2
W:/ —kxdx:O—%:Uo—U
0

Al ser conservativa la fuerza recuperadora, el trabajo realizado por dicha fuerza es
igual al incremento negativo de la energia potencial. Comparando esta expresion con la
obtenida anteriormente, podremos concluir que la energia potencial de un resorte que se

ka?

ha deformado una longitud = es U= -73-.

La suma de las energias cinética y potencial para un oscilador sera, pues:

1 ka?
E=—-mv*+ —
2 + 2
Si sustituimos los valores de x y de v por los obtenidos con anterioridad, z = A sen(wt+

o) y v = Awcos(wt + ¢y), tendremos:

kA%sen?(wt + @)
2

1
E=FE.+4+U= §mA2w2COSQ(wt + o) +

Si, por otra parte, consideramos que w = /£, al sustituir nos quedara:
m

kA%sen?(wt + ¢q)
2

1 1
E= 3 kA?cos® (wt + o) + =3 kA? {senz(wt + o) + cos *(wt + 900)}

Si tenemos en cuenta la identidad trigonométrica sen?a + cos?a = 1, nos quedara:




Basandonos en esta expresion, podremos obtener facilmente la energia cinética de un
oscilador, sin mas que tener en cuenta que la suma de energia cinética y potencial es igual
a la expresion anterior, por lo que, despejando:

1 1
E.=FE—-U=-KA?> - - Ka?
2 2
En la siguiente imagen, podemos ver la captura de pantalla de una simulacién en que
se representa la oscilacion de un resorte y la representacion grafica de sus energias cinética
y potencial.
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Figura 4: Energias cinética y potencial



